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Süre 75dk. Formüller:

u(x, t ) = 1

2

(
f (x + ct )+ f (x − ct )

)+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
g (ξ)dξ.

u(x, t ) =
∞∑

n=1
An sin(

nπx

L
)e−k(nπ/L)2t , An = 2

L

∫ L

0
f (x)sin(

nπx

L
)d x.

1. (20 puan)

ut t −uxx = 6x +4e2t

u(x,0) = x −x3 ut (x,0) = 1

başlangıç değer probleminin çözümünü (x, t ) = (1,1)’de hesaplayın.

u(1,1) =

Çözüm: Özel çözüm. v = F (t )+G(x), Ft t = 4e2t ve, −Gxx = 6x şeklinde bir çözüm ararsak F = e2t , G =−x3

ve

v = e2t −x3

buluruz. Yani vt t − vxx = 6x +4e2t olur.

Şimdi w = u − v yazalım.

wt t −wxx = ut t −uxx − (vt t − vxx) = 0

w(x,0) = u(x,0)− v(x,0) = x −x3 − (1−x3) = x −1 = f (x)

wt (x,0) = ut (x,0)− vt (x,0) = 1−2 =−1 = g (x)

d’Alambert çözümüne göre (c = 1)

w(x, t ) = 1

2
((x + t −1)+ (x − t −1))+ 1

2

∫ x+t

x−t
−1dξ

= x −1− 1

2
((x + t )− (x − t ))

= x −1− t

Buradan

u = w + v = x −1− t +e2t −x3 =⇒ u(1,1) = e2 −2
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2. (30 puan) zxx + zy y + zx = x y +12ex+2y denkleminin özel bir çözümünü ters görüntü yöntemiyle elde edin.

z(x, y) =

Çözüm: L = D2
x +D2

y +Dx ,

Lz1 = x y ,

Lz2 = 3ex+2y .

z2 = Aex+2y ,

Lz2 = (1+4+1)Aex+2y = 12ex+2y . Buradan A = 2 olur

z1 = 1

Dx

1

1+ D2
y

Dx
+Dx

(
x y

)= 1

Dx

I −
(

D2
y

Dx
+Dx

)
+

(
D2

y

Dx
+Dx

)2

−·· ·
 (x y)

= 1

Dx

(
I −

(
D2

y

Dx
+Dx

)
+

(
D4

y

D2
x
+2D2

y +D2
x

)
−·· ·

)
(x y) = 1

Dx

(
(x y)− (

y
)+0

)
= x2 y

2
−x y

z = z1 + z2 = x2 y

2
−x y +2ex+2y
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3. (20 puan)

ut = 3uxx

u(x,0) = 1

u(0, t ) = u(π, t ) = 0

denklemi için

h(t ) =
∫ π

0
u(x, t )sin(3x)d x

integralini bulun.

İpucu: Her n,m ∈N için
∫ π

0
sin(nx)sin(mx)d x =

{
0, n ̸= m
π
2 , n = m

h(t ) =

Çözüm: Çözüm

u(x, t ) =
∞∑

n=1
Ane−3n2t sin(nx)

olarak yazılır.∫ π

0
u(x, t )sin(3x)d x =

∞∑
n=1

Ane−3n2t
∫ π

0
sin(nx)sin(3x)d x = A3e−27t π

2

Burada

A3 = 2

π

∫ π

0
sin(3x) ·1d x = 2

π

(
1−cos(3π)

3

)
= 4

3π

Cevap = 2
3 e−27t .
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4. (30 puan) uxx +2xux y +x2uy y = 0, x > 0 denklemini

(a) Diskriminantını hesaplayarak sınıflandırın.

(b) Uygun ξ,η dönüşümleri belirleyip, ∂(ξ,η)
∂(x,y) Jakobyenini hesaplayın.

(c) Kanonik forma dönüştürün.

Kanonik Form:

Çözüm: (a)

Auxx +2Bux y +Cuy y = 0

A = 1, B = x, C = x2

∆= B 2 − AC = x2 − (1)(x2) = x2 −x2 = 0

Diskriminant ∆= 0 olduğu için, bu bir parabolik diferansiyel denklemdir.

(b)

λ1 =λ2 = −B

A
=−x

d y

d x
+λ1 = 0 =⇒ ξ= y − 1

2
x2

η= x seçelim.

∂(ξ,η)

∂(x, y)
= ξxηy −ξyηx =−1 ̸= 0

(c)

ux =−xuξ+uη,

uxx =−uξ−x(−xuξξ+uξη)−xuηξ+uηη

uy = uξ,

uy y = uξξ,

ux y =−xuξξ+uξη.

0 = (
x2uξξ−2xuξη+uηη−uξ

)+2x
(−xuξξ+uξη

)+x2uξξ

Kanonik form:

uηη−uξ = 0
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